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Subespacos gerados

Motivacdo: “Linearizar’ um conjunto

Pergunta

Se S é um subconjunto qualquer de um espaco vetorial V, como podemos
“transformar” S em um subespaco?

Temos duas opcdes:
@ Adicionar somas e/ou miltiplos de vetores de S em S;

@ Tomar o “menor subespaco de V' que contém S".
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Spans

Combinac&o linear

Definicdo
Uma combinacio linear de elementos vy, ..., v, de um espacgo vetorial é
um vetor x da forma

X =i+ + GnVn,

onde a4, ..., q, sdo escalares chamados de coeficientes.

Em notacdo de somatério:

n
X = E Qa;jv;.
i=1
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Spans

Combinac&o linear — Exemplo

e O vetor (17, —4,2) de R3 & uma combinacdo linear de (2,1, -3) e
(1,—2,4), pois

(17,-4,2) =6 - (2,1, -3) + 5 (1,2, 4).
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Spans

Combinac&o linear — Exemplo

e O vetor (17,—4,5) ndo é combinagdo linear de (2,1, —3) e (1, —2,4),
pois ndo existem nameros a1, ap tais que

(177 _47 5) =ar- (27 1’ _3) +az- (1) _274)a

pois o sistema linear

17 2a1 + a»
—4 = al 4 232
5 = —3a1 + 4as

ndo tem solucio.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 4 Subespacos gerados 5/20



Spans

Definicao
O span de uma familia vy, ..., v, de vetores de V & o subconjunto
span{vi,..., v,} consistindo das combinac¢@es lineares destes elementos.

Mais geralmente, se S C V/, entdo span(S) consiste de todas as
combinacdes lineares de elementos de S.

Convencgdo: span(@) = {0y }.
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Spans

S3o de fato subespacos

Teorema

span(S) é, de fato, um subespago vetorial de V.

Se u, v € span(S), entdo

n m
u=)_ais e v="2 At
i=1 j=1
— s+ -+ sy — Biti+ -+ Butm,

onde aj,3j € Resj, tjeS.
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Spans

S3o de fato subespacos

Teorema

span(S) € de fato, um subespaco vetorial de V.

Ent3o, dado )\ € R,

u-+ v = (zn:a,'s,') + A zm:ﬁjtj
i=1 Jj=1
= <§:cws> +1 D8y
i=1

j=1
= 151 + -+ @pSy, + ()\ﬁl)tl + e+ ()\,Bm)tm,
uma combinacdo linear de elementos de S.

Portanto, u+ Av € span(S) sempre que u,v € span(S) e A € R, o que
prova que span(S) é, de fato, um subespago vetorial de V.
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Spans

Combinacdes lineares em conjuntos infinitos?

Q. E possivel somar uma quantidade infinita de termos?
R. Somente se quase todos eles forem zero!

Seai=ap—=az3=leas—as—=ag=ayr =---=0, entdo

oo
Zai:31+32+33+a4+a5—|—a5—|—a7+'--
i=1

—14+14+1404+04+0+0+0+---

—1+1+1
=3
LG Cordeiro. (UFST) T U T N
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Spans

Combinacdes lineares em conjuntos infinitos?

Assim, span(S) consiste dos vetores da forma

v:ZAS-s,

seS

onde somente uma quantidade finita dos coeficientes A\ & # 0.

Por exemplo, em RE,

span {l,x,xz,x3,x4, . } = R[x].
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Spans

Combinacdes lineares do conjunto vazio

Mas se
finita

span(S) = Z AsS:As ER B

seS

0 que acontece quando S = &7

span(@) = Z)\ss ds €R
K S%)
~——

soma vazia

= {0v}.
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Subespacos gerados

Definicio

Seja S um subconjunto do espaco vetorial V. O subespaco gerado por S
é a interseccdo de todos os subespacos de V' que o contém:

(5>=ﬂ{W: W é subespaco de Ve S C W}.

e (S) é subespaco;
e (S) contém S;
o

(S) esta contido em qualquer subespago que contém S.
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Subespacos gerados e spans coincidem

Teorema

Seja S um subconjunto do espago vetorial V. Entédo span(S) = (S).

Primeiro, devemos provar que

span(S) C (S) = ﬂ{W : W é subespago de Ve S C W}.

Seja W um subespago de V com S C W. Vamos mostrar que
span(S) C W.
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Subespacos gerados e spans coincidem

Seja x € span(S). Entdo
X = A151 + XAosp + - - + A\pSp,
onde \1,..., A\, €R, s1,...,5, € S. Mas dai,

X=X s1 +X 5 +---+Ay s, €W.
~— ~— ~—
ew ew ew

Isso mostra que span(S) C W, sempre que W & um subespago vetorial de
V tal que S C W.

Portanto,

SC ﬂ{W: W é subespago de Ve S C W} = (S).
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Subespacos gerados e spans coincidem

Agora devemos mostrar que (S) C span(S). Mas ja sabemos que:
@ span(S) é subespago de V. (V)
@ S Cspan(S): Cada s € S é combinagdo linear de elementos de S:
s=1-s.

Portanto,

(§) = ﬂ {W : W & subespago de Ve S C W} C span(S).
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Geradores et. al

Se W = (S), dizemos que
o W é gerado por S.
o S gera W.
@ S é gerador para W.
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Subespacos e ordem

Note que:
@ Se S C T, entdo (S) C(T),

@ Para quaisquer dois subespacgos vetoriais Uy, U> C V, vale que
Uy CU+Ue Uy C UL+ Us.

e Se Uj, Uy C W (subespagos), entdo U; + U C W.
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Spans e unides

Teorema
Se A,B C V, entio (AUB) = (A) + (B).

Por um lado,

e similarmente,

Logo, AU B C (A) + (B), e portanto

(AUB) C (A) + (B).
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Spans e unides

Teorema
Se A,B C V, entdo (AU B) = (A) + (B).

Por outro lado,
(A) C (AU B),
e similarmente

(BY C (AU B).

Portanto, (A) + (B) C (AU B).
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Teoria de conjuntos e Algebra Linear

Conjuntos Espacos vetoriais
Subconjuntos Subespacos vetoriais
Interseccdo Interseccdo
ANB unw
Unido Soma
AUB u+w
Conjunto vazio Espaco nulo
@ {Ov}
Subconjuntos disjuntos Subespacos independentes
ANB=g Unw ={0y}
Namero de elementos 77?7 — DIMENSAO
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