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Subespaços gerados
Motivação: “Linearizar” um conjunto

Pergunta
Se S é um subconjunto qualquer de um espaço vetorial V , como podemos
“transformar” S em um subespaço?

Temos duas opções:
Adicionar somas e/ou múltiplos de vetores de S em S ;
Tomar o “menor subespaço de V que contém S”.

L. G. Cordeiro (UFSC) Álgebra Linear, aula 4 Subespaços gerados 2 / 20



Spans
Combinação linear

Definição
Uma combinação linear de elementos v1, . . . , vn de um espaço vetorial é
um vetor x da forma

x = α1v1 + · · ·+ αnvn,

onde α1, . . . , αn são escalares chamados de coeficientes.

Em notação de somatório:

x =
n∑

i=1

αivi .
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Spans
Combinação linear – Exemplo

O vetor (17,−4, 2) de R3 é uma combinação linear de (2, 1,−3) e
(1,−2, 4), pois

(17,−4, 2) = 6 · (2, 1,−3) + 5 · (1,−2, 4).
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Spans
Combinação linear – Exemplo

O vetor (17,−4, 5) não é combinação linear de (2, 1,−3) e (1,−2, 4),
pois não existem números a1, a2 tais que

(17,−4, 5) = a1 · (2, 1,−3) + a2 · (1,−2, 4),

pois o sistema linear
17 = 2a1 + a2
− 4 = a1 − 2a2
5 = −3a1 + 4a2

não tem solução.
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Spans

Definição
O span de uma família v1, . . . , vn de vetores de V é o subconjunto
span {v1, . . . , vn} consistindo das combinações lineares destes elementos.

Mais geralmente, se S ⊆ V , então span(S) consiste de todas as
combinações lineares de elementos de S .

Convenção: span(∅) = {0V }.
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Spans
São de fato subespaços

Teorema
span(S) é, de fato, um subespaço vetorial de V .

Se u, v ∈ span(S), então

u =
n∑

i=1

αi si

= α1s1 + · · ·+ αnsn

e v =
m∑
j=1

βj tj

= β1t1 + · · ·+ βmtm,

onde αi , βj ∈ R e si , tj ∈ S .
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Spans
São de fato subespaços

Teorema
span(S) é, de fato, um subespaço vetorial de V .

Então, dado λ ∈ R,

u + λv =

(
n∑

i=1

αi si

)
+ λ

 m∑
j=1

βj tj


=

(
n∑

i=1

αi si

)
+

 m∑
j=1

(λβj)tj


= α1s1 + · · ·+ αnsn + (λβ1)t1 + · · ·+ (λβm)tm,

uma combinação linear de elementos de S .
Portanto, u + λv ∈ span(S) sempre que u, v ∈ span(S) e λ ∈ R, o que
prova que span(S) é, de fato, um subespaço vetorial de V .
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Spans
Combinações lineares em conjuntos infinitos?

Q. É possível somar uma quantidade infinita de termos?
R. Somente se quase todos eles forem zero!

Se a1 = a2 = a3 = 1 e a4 = a5 = a6 = a7 = · · · = 0, então

∞∑
i=1

ai = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + · · ·

= 1+ 1+ 1+ 0+ 0+ 0+ 0+ 0+ · · ·
= 1+ 1+ 1
= 3
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Spans
Combinações lineares em conjuntos infinitos?

Assim, span(S) consiste dos vetores da forma

v =
∑
s∈S

λs · s,

onde somente uma quantidade finita dos coeficientes λs é 6= 0.

Por exemplo, em RR,

span
{
1, x , x2, x3, x4, . . .

}
= R[x ].
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Spans
Combinações lineares do conjunto vazio

Mas se

span(S) =

{
finita∑
s∈S

λss : λs ∈ R

}
,

o que acontece quando S = ∅?

span(∅) =


∑
s∈∅

λss︸ ︷︷ ︸
soma vazia

: λs ∈ R


= {0V } .
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Subespaços gerados

Definição
Seja S um subconjunto do espaço vetorial V . O subespaço gerado por S
é a intersecção de todos os subespaços de V que o contêm:

〈S〉 =
⋂
{W : W é subespaço de V e S ⊆W } .

〈S〉 é subespaço;
〈S〉 contém S ;
〈S〉 está contido em qualquer subespaço que contém S .
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Subespaços gerados e spans coincidem

Teorema
Seja S um subconjunto do espaço vetorial V . Então span(S) = 〈S〉.

Primeiro, devemos provar que

span(S) ⊆ 〈S〉 =
⋂
{W : W é subespaço de V e S ⊆W } .

Seja W um subespaço de V com S ⊆W . Vamos mostrar que
span(S) ⊆W .
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Subespaços gerados e spans coincidem

Seja x ∈ span(S). Então

x = λ1s1 + λ2s2 + · · ·+ λnsn,

onde λ1, . . . , λn ∈ R, s1, . . . , sn ∈ S . Mas daí,

x = λ1 s1︸︷︷︸
∈W

+ λ2 s2︸︷︷︸
∈W

+ · · ·+ λn sn︸︷︷︸
∈W

∈W .

Isso mostra que span(S) ⊆W , sempre que W é um subespaço vetorial de
V tal que S ⊆W .
Portanto,

S ⊆
⋂
{W : W é subespaço de V e S ⊆W } = 〈S〉.
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Subespaços gerados e spans coincidem

Agora devemos mostrar que 〈S〉 ⊆ span(S). Mas já sabemos que:
span(S) é subespaço de V . (X)
S ⊆ span(S): Cada s ∈ S é combinação linear de elementos de S :
s = 1 · s.

Portanto,

〈S〉 =
⋂
{W : W é subespaço de V e S ⊆W } ⊆ span(S).
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Geradores et. al

Se W = 〈S〉, dizemos que
W é gerado por S .
S gera W .
S é gerador para W .
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Subespaços e ordem

Note que:
Se S ⊆ T , então 〈S〉 ⊆ 〈T 〉,
Para quaisquer dois subespaços vetoriais U1,U2 ⊆ V , vale que
U1 ⊆ U1 + U2 e U2 ⊆ U1 + U2.
Se U1,U2 ⊆W (subespaços), então U1 + U2 ⊆W .
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Spans e uniões

Teorema
Se A,B ⊆ V , então 〈A ∪ B〉 = 〈A〉+ 〈B〉.

Por um lado,
A ⊆ 〈A〉 ⊆ 〈A〉+ 〈B〉,

e similarmente,
B ⊆ 〈B〉 ⊆ 〈A〉+ 〈B〉.

Logo, A ∪ B ⊆ 〈A〉+ 〈B〉, e portanto

〈A ∪ B〉 ⊆ 〈A〉+ 〈B〉.
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Spans e uniões

Teorema
Se A,B ⊆ V , então 〈A ∪ B〉 = 〈A〉+ 〈B〉.

Por outro lado,
〈A〉 ⊆ 〈A ∪ B〉,

e similarmente
〈B〉 ⊆ 〈A ∪ B〉.

Portanto, 〈A〉+ 〈B〉 ⊆ 〈A ∪ B〉.
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Teoria de conjuntos e Álgebra Linear

Conjuntos Espaços vetoriais
Subconjuntos Subespaços vetoriais
Intersecção

A ∩ B
Intersecção
U ∩W

União
A ∪ B

Soma
U +W

Conjunto vazio
∅

Espaço nulo
{0V }

Subconjuntos disjuntos
A ∩ B = ∅

Subespaços independentes
U ∩W = {0V }

Número de elementos ??? – DIMENSÃO
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